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En este trabajo se presentan los diferentes métodos simples de estimación del coeficiente de 
dispersión longitudinal para ser utilizados en la valoración del DL para ríos anchos, poco 
profundos y de baja pendiente, encontrándose que el modelo planteado por McQuivey y Keefer 
(1974) es el que entrega las mejores estimaciones entre todos los métodos estudiados. Se ex- 
pone un modelo de tipo híbrido, que combina el método propuesto por Liu pero con un 

estimado a partir de un factor de forma adimensional (W/R). Los "reales" se correlacionaron 
con los correspondientes (W/R) mediante un modelo de regresión lineal simple de la forma 
Y axb. El modelo propuesto tiene un error estándar promedio menor en un que el mode- 
lo de McQuivey y Keefer (1974) y fue aplicado en un tramo del río Bío Bío, en Chile Central. 
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Ecuaciones fundamentales 

Para un proceso de difusión unidimensional, la primera 
ley de Fick puede ser establecida matemáticamente 
como: 

Introducción 

La utilización de los modelos de calidad de agua fluvial 
requiere del uso de parámetros bien estimados para 
que entreguen resultados válidos. Uno de estos pará- 
metros es el coeficiente de dispersión longitudinal, el 
cual mide la habilidad del río para dispersar contami- 

un modelo de calidad de agua fluvial son variadas, pu- 
diéndose, entre ellas, destacar las siguientes: predic- 
ción de las concentraciones de un contaminante para 
las distintas posiciones y tiempos aguas abajo del pun- 
to de vertido: estimación de la variación de la tempera- 
tura del agua del río aguas abajo del punto de vertido 
de aguas que han sido utilizadas para enfriamientos 
en procesos industriales; predicción de las intrusiones 
de sal en estuarios afectados por las mareas; determi- 
nación del punto de liberación de contaminantes, por 
ejemplo de una nueva industria, para causar el menor 
impacto posible, etcétera. 

nantes. Las aplicaciones de este coeficiente junto con 

donde g es el flujo de masa de soluto, C es la concen- 
tración de masa de soluto difundido, €es el coeficien- 
te de proporcionalidad, con dimensiones de L2/T, Ila- 
mado coeficiente de difusión. 

Con esta ecuación y con la ayuda de un balance de 
masa se obtiene la ecuación de difusión: 

Esta expresión describe cómo la masa es transferi- 
da por procesos de difusión Fickiana. La solución más 



clásica es la que describe el esparcimiento, por difu- 
sión, de una masa de trazador M ( M  = masa unitaria) 
introducida en forma instantánea en el tiempo cero en 
el origen x. Como la ecuación es lineal, esta solución 
puede ser usada como una estructura de bloques para 
la construcción de soluciones a problemas con condi- 
ciones iniciales o de borde más complejas (Fischer et 
al., 1979). 

La solución de la ecuación para las condiciones 
antes mencionadas tiene la forma: 

El transporte definido en la ecuación se denomi- 
na de dispersión longitudinal (Holley, y el coefi- 
ciente DL es el coeficiente de dispersión longitudinal. 
Por medio de ésta, y con las sustituciones antes men- 
cionadas, se llega a una ecuación unidimensional de 
dispersión longitudinal (Holley, y French, 1985): 

Por semejanza con la distribución gaussiana se tiene: 

En la solución de la ecuación se aplican dos mé- 
todos para obtener el coeficiente de dispersión lon- 
gitudinal: el método propuesto por Fischer en 
(Fischer, French, 1985) y el método gráfico pro- 
puesto por Drenkel en (French, 1985). Estos mé- 
todos, incluido el deducido a partir de la ecuación 

de la cual se deriva uno de los métodos de cálculo del se conocen como métodos de obtención del coefi- 
coeficiente de dispersión longitudinal, conocido como ciente de dispersión longitudinal a partir de datos de 
el método de los momentos. campo: ellos requieren de curvas "concentración ver- 

Para el caso de un flujo bidimensional con una sus tiempo" obtenidas en terreno, para lo cual es nece- 
velocidad media preponderante en la dirección del sario introducir una sustancia trazadora en el río y me- 
flujo, la ecuación que describe el transporte es: dir la concentración de ésta en dos secciones aguas 

abajo del punto de inyección para tiempos específi- 
cos. Este hecho, que implica un gran costo tanto eco- 
nómico como en recursos técnicos y humanos, se ve 
compensado por una mayor certeza y confiabilidad 
del coeficiente encontrado. 

La presencia de las llamadas "zonas muertas", 
cuyo efecto es atrapar al trazador para luego liberarlo 
poco a poco causando una distribución de concen- 
tración-tiempo no gaussiana, puede provocar errores 
en la obtención del coeficiente de dispersión longitudi- 
nal calculado. 

Métodos simples existentes para estimar 
el coeficiente de dispersión longitudinal 

Debido a lo costoso y complejo de las estimaciones de 
campo, se han desarrollado diferentes métodos sim- 
ples de estimación del coeficiente de dispersión longi- 
tudinal. Estos métodos surgen a partir de un artículo 
desarrollado por Taylor donde se establecía 
que la dispersión longitudinal en una tubería larga y 
recta podía ser representada por una ecuación de di- 
fusión clásica unidimensional, en la que los procesos 
advectivos y difusivos ocurrían en toda la sección 
transversal, interactuando para producir un coeficiente 
de dispersión longitudinal. Pese a que Taylor (1954) 
especificó que su análisis es válido sólo para el caso 
de tuberías largas y rectas, posteriormente muchos 

VI. 

Sustituyendo los valores instantáneos de velocida- 
des y los de concentración por: 

u, v : valores instantáneos de velocidad en la dirección 
longitudinal y vertical, respectivamente. 
valores medios en el tiempo de concentración y 
sus fluctuaciones por turbulencia, respectivamente. 

Luego de promediar la ecuación resultante respec- 
to al tiempo, se incorporan los valores medios de velo- 
cidad y concentración en la sección transversal: 

donde U y C son los valores medios de la velocidad y 
la concentración del trazador en la sección transver- 
sal, respectivamente; u", representan los cambios 
de la variable con respecto al valor medio. 

Promediando la ecuación resultante en la sección 
transversal se llega, con la ayuda de la expresión pro- 
puesta por Taylor en a: 



autores han tratado de aplicar este concepto a canales 
abiertos. Thomas, en (Fischer, logró apli- 
car el concepto a canales bidimensionales infinitamen- 
te anchos, en los que el flujo es descrito por una distri- 
bución de velocidades deducida a través de las leyes 
de resistencia. Obteniendo un coeficiente de disper- 
sión longitudinal en función del número de Reynolds 
(Fischer, propone que el mecanismo que go- 
bierna la dispersión en canales bidimensionales an- 
chos es el gradiente vertical de velocidades. Supone 
que no existen gradientes de concentración ni de ve- 
locidad en la dirección lateral y, siguiendo los pasos 
de Thomas, para una distribución de velocidades lo- 
garítmicas encuentra la siguiente relación: relación: 

Thackston y Krenkel tratando de incluir un 
término empírico que incluyera el efecto de la rugosi- 
dad del fondo sobre el coeficiente de dispersión longi- 

en que: tudinal, obtuvieron: 

a : constante con un valor de 
h : altura media del flujo. 
U* : velocidad de corte, que para canales abiertos pue- 

de calcularse como: U" = 
Pero estos modelos, al igual que el de Elder, no 

consideran la variación lateral de velocidades como el 
principal mecanismo para la dispersión longitudinal en 

En McQuivey y Keefer propusieron un méto- 
do simple de predicción de DL a partir de correlaciones 
con datos de ríos, basándose en la analogía entre 
las ecuaciones de flujo lineal unidimensional y la ecua- 
ción de dispersión lineal unidimensional, obteniendo: 

g : aceleración de gravedad. 
R : radio hidráulico. ríos anchos. 
S pendiente de la línea de energía. 

La ecuación ha sido ampliamente estudiada y 
analizada en la literatura. Se sabe hoy que a puede di- 
ferir mucho de principalmente por los siguientes 
motivos: 

La distribución de velocidades no es exactamente 
logarítmica y a es extremadamente sensible a dicha 
distribución. 
En ríos existen variaciones laterales de velocidad y, 
en estos casos, es el gradiente lateral y no el verti- 
cal el que contribuye a una mayor dispersión longi- 
tudinal (Fischer, 1967; Fischer et al., 1979; McQui- 
vey y Keefer, 1974; Liu, 1977; Thackston y Krenkel, 
1967; Bowie et al., Beltaos, 1980). 
Las variaciones de a también pueden deberse a la 
presencia de "paredes" rocosas internas, y a la exis- 
tencia de circulaciones secundarias (Liu, 1977; Fis- 
cher, citado en Day, 1975). 

En la literatura se presentan otros modelos que si- 

donde Q es el caudal y W es el ancho de la superficie 
libre del cauce. Señalan que su modelo entrega los re- 
sultados con un de error estándar como prome- 
dio, y que sólo en casos puntuales se produjeron erro- 
res en torno a Fischer (1975) propone un nuevo 
método simple de estimación de DL como resultado de 
una discusión al método propuesto por McQuivey y 
Keefer (1974). Fischer deduce su modelo a partir de 
una simplificación a una solución de la ecuación 
que él mismo había propuesto en suponiendo 
valores característicos obtenidos en laboratorio. Así: 

guen la línea de Elder. Krenkel (1960) propone que: 

Si bien estos métodos parecen ser más precisos 
que los anteriores, basados en flujo bidimensional, los 
valores predichos de DL por las ecuaciones y donde: 

E, = SUg : tasa media de disipación de energía. 
U : velocidad media en la sección transversal. 

Posteriormente, Parker (1 ) propone este modelo: 

Glover (1 apreciando que los métodos simples 
existentes entregaban valores de DL muy inferiores a 
los reales, propone el siguiente método (Bowie et al., 
1985): 



pueden tener errores en un factor tan grande como 
y respectivamente (Liu, 1977). 

Liu, en a partir de un modelo presentado por 
Fischer que considera las variaciones laterales 
de la velocidad, propone un método basado en un 
nuevo coeficiente adimensional que difiere del antiguo 
propuesto por Elder, ya que a crece a medida que au- 
menta el tamaño del río y es una cantidad indepen- 
diente de su tamaño. Matemáticamente, el modelo de 
Liu corresponde a: 

Ayes el ancho de una subsección vertical. 
E ,  = es el coeficiente de mezcla transversal 
entre las subsecciones verticales i-1 e i. 
N es el número de subsecciones verticales (no inferior 
a 20). 

Los principales inconvenientes de este método ra- 
dican en la dificultad e incertidumbre en la determina- 
ción de un K adecuado para el coeficiente de mezcla 
transversal. Elder supone K = 0.23; French (1985) utili- 
za, para canales rectos rectangulares, K = 0.15; para 
el caso de cauces que pueden clasificarse como de 
meandros suaves con sólo algunas irregularidades 
moderadas en las orillas K = 0.6; McQuivey y Keefer 

974) postulan que K varía entre y McQuivey 
y Keefer indican que este método es representativo 
sólo de la sección en la cual se aplica. 

Comparando valores de DL obtenidos por esta fór- 
mula y observados en laboratorio y en terreno (Fischer 
et al., 1979; French, se aprecia un parecido ra- 
zonable, y sólo en tres de valores se estiman erro- 
res de un orden de magnitud, ya sea por defecto, ya 

Liu 977) señala que con su modelo se puede esti- por exceso. 
mar DL con un error de seis veces entre el valor obser- Si bien es cierto que la literatura entrega valores de 
vado y el estimado. Es importante señalar que los fac- errores para los distintos métodos, se ha considerado 
tores de error que entrega Liu para los modelos y necesario realizar una verificación a partir de datos 
los obtuvo evaluando dichos modelos con sus propios disponibles. De éstos, que son los valores con los cua- 
datos y no realizando la evaluación de su modelo con les McQuivey y Keefer dedujeron su modelo, los datos 
los de los otros autores. de Liu y las observaciones realizadas por Fischer a los 

Existe otro modelo para estimar DL a partir de los datos de McQuivey y Keefer en su discusión, se consi- 
datos que comúnmente se obtienen en las campañas deran sólo aquellos que son consistentes con este es- 
de aforo. Este método fue propuesto por Fischer tudio. Para los datos disponibles se calcularon los pro- 

967) a partir de la ecuación de transporte. medios de diferencias medias cuadráticas para todos 
los modelos simples, encontrándose que los más pre- 
cisos en orden descendente son el modelo propuesto 
por McQuivey y Keefer luego el de Liu 977) y 
el tercero, el propuesto por Glover (1964). 

u 

El valor de para cualquier río en particular puede 
ser predicho por el factor de fricción ya que Liu 
correlacionó los valores de observados (reales) con 
el factor de fricción, encontrando que: 

\ 

Para el uso de este método a partir de datos tabu- 
lados, se discretizan las funciones de integración, Calibración de un modelo para la estimación 
resultando: del coeficiente de dispersión longitudinal 

Tal como ha sido señalado, ya que no se dispone de 
datos generados por experiencias propias, se han to- 
mado los valores encontrados en la literatura. El mode- 
lo que se propone es un modelo híbrido. Esto, porque 
se considera una mezcla de parámetros adimensiona- 
les, algunos propuestos por los distintos investigado- 
res y otros generados por los autores. Como una pri- 
mera aproximación se utilizó un método gráfico, en el 
cual se observaron las curvas de los parámetros adi- 
mensionales “reales” versus un adimensional “creado”. 
Por ejemplo, la ecuación de Elder permite despejar 

en la que: 

u,  es la velocidad media en la subsección i. 
ui\ = u, U, con U como la velocidad media de toda la 
sección transversal. 

di es la altura al comienzo de la subsección i. 
qi\ + di 



a=- ’, el cual es una cantidad adimensional. AI usar 
hU * 

valores de DL reales medidos en distintos ríos, junto 
con sus correspondientes h y U*, se obtiene una serie 
de a “reales” que podrían correlacionarse con adimen- 
sionales como W/h, U*/U, etcétera. 

Los adimensionales “reales” que se utilizaron en el 
n n 

donde: 

DL : coeficiente de dispersión longitudinal en metros 

h : altura media en m (h = A/W). 
A : área de la sección transversal en metros cuadrados. 
W : ancho de la superficie libre en metros cuadrados. 
u* : velocidad de corte en metros por segundo. 

cuadrados por segundo. 

R : radio hidráulico en metros. 
Q : caudal en metros cúbicos por segundo. 
U : velocidad media de la sección transversal en me- 

tros por segundo. 

Con los resultados dados en el cuadro se proce- 
dió a realizar gráficas entre los distintos parámetros 
adimensionales (reales versus propuestos), como una 
forma de aproximarse a una mejor correlación entre 
ellos; como no se apreció una tendencia clara, se revi- 
só la base de datos en busca de valores dudosos, que 
fueron suprimidos. Se procedió luego a realizar nueva- 
mente los gráficos entre los distintos parámetros adi- 
mensionales, no encontrándose ninguna mejora sus- 
tancial. El siguiente paso fue restringir los datos por su 
pendiente. El criterio fue aceptar los datos cuya pen- 
diente estuviera entre y El cuadro mues- 
tra los datos que cumplieron con esta restricción. 

AI realizar las gráficas con los datos del cuadro se 
aprecia una mejora sustancial en las correlaciones, 
como lo muestran las ilustraciones y En estas 
ilustraciones se aprecia también que se da una ten- 
dencia semejante en los tres modelos. 



Modelo = correlación entre y W/R. 
Modelo = correlación entre y h/w. 
Modelo = correlación entre y W/R. 

Para poder elegir el mejor, se procedió a ajustarles 
una curva del tipo Y = axb. Los parámetros a, b y r (coe- 
ficiente de correlación) se muestran en el cuadro 2: 



Como se aprecia en el cuadro los coeficientes de 
correlación se encuentran entre y Para es- 
coger el mejor, se procedió a calcular el promedio de 
los errores estándar para cada uno de ellos, encon- 
trándose que el modelo con de error estándar, 
es el mejor. 

Para comparar el modelo con el mejor de la biblio- 
grafía (McQuivey y Keefer), se procedió a calcular el 
promedio del error estándar, encontrándose que para 
los datos del cuadro el modelo de McQuivey y Keefer 
tiene un valor de Es decir, el modelo tiene un 
error promedio menor en un que el mejor modelo 
encontrado en la bibliografía. La comparación gráfica 
de los modelos se aprecia en las ilustraciones y 

Aplicación al río Bío Bío, Chile Central 

El río Bío Bío se encuentra ubicado en Chile Central, 
entre las latitudes 45' sur y sur, y su olla hidro- 
gráfica es de km2. Su población asociada es 
algo inferior al millón de habitantes y está asentada 
principalmente en la parte baja y cercana a la desem- 
bocadura. En la parte central de su trazado (de una 
longitud total de km), el río se encuentra sometido 
a vertidos de varias industrias forestales, sobre todo 

producción de celulosa y papel, que en la época de 
estiaje generan una contaminación orgánica y, even- 
tualmente, de microcontaminantes, que motivó esta 
investigación. En la ilustración se presenta esquemá- 
ticamente la ubicación de las industrias y de las sec- 
ciones del río donde se evaluó DL. 

En el cuadro se muestran los valores obtenidos 
de la aplicación del modelo al tramo de estudio. 
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Abstract 

Baecheler, J. V. y L. Ayala Riquelme, "Estimation of longitudinal dispersion coefficient for wide rivers with sha- 
llow waters and mild slope. Application of the model at Bio Bio river, Chile", Hydraulic Engineering in Mexico 
(in Spanish), vol. XVl, num. pages January-March, 

This paper presents the different simple methods to estimate the longitudinal dispersion coefficient (D) 
for wide rivers, with shallow waters and mild slope. The method proposed by Mc Quivey and Keefer (1974) 
gives the best estimations among all the reviewed methods. A hybrid model is proposed which combines 
the method proposed by Liu but estimating the parameter from a dimensionless shape coefficient 
(W/R). The real values are correlated with the corresponding (W/R) through a simple regression analysis 
of the form Y = aXb. The proposed method has a standard average error smaller than the method pro- 
posed by McQuivey and Keefer (1974). The proposed model was applied in a reach of the Bio Bio river, 
Central Chile. 

Key words: longitudinal dispersion, rivers, modelation, water quality, and environmental hydraulics. 
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